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Abstrak - Penelitian pendekatan analisis persamaan Schrodinger bertujuan untuk menentukan fungsi gelombang sudut 

untuk potensial Eckart plus Scarf  dengan metode Nikiforov-Uvarov.  Metode Nikiforov-Uvarov merupakan metode 

penyelesaian persamaan diferensial orde kedua dengan mengubah persamaan tersebut menjadi persamaan perantara 

hipergeometrik dengan metode pemisahan variable melalui substitusi variabel yang sesuai. Hasil analisis yang fungsi 

gelombang sudut yang selanjutnya divisualisasikan dengan menggunakan pemrograman Matrix Laboratory 2013. Hasil 

visualisasi menunjukkan bahwa semakin meningkat bilangan kuantum, gelombang sudut semaikin banyak. Hal ini 

menunjukkan bahwa fungssi gelombang sudut mengalami degenerasi.  Visualisasi fungsi gelombang sudut yang terbentuk 

mendiskripsikan gerakan partikel mengelilingi inti. 

 

Kata kunci: persamaan schrodinger dimensi-d, potensial eckart plus scarf, metode nikiforov-uvarov, matrix laboratory 

2013,fungsi gelombang sudut 

 

Abstract - Schrodinger's equation analysis research approach aims to determine the angular wave function for the Eckart 

plus Scarf potential with the Nikiforov-Uvarov method. The Nikiforov-Uvarov method is a method of solving a second-

order differential equation by converting the equation into a hypergeometric intermediate equation with the variable 

separation method through the appropriate variable substitution. The results of the analysis of the angular wave function 

which is then visualized using the Matrix Laboratory 2013 programming. Visualization results show that as quantum 

numbers increase, angular waves are more numerous. This shows that the function of the angular wave degenerates. 

Visualization of the formed angular wave function describes the motion of the particles around the nucleus. 

 

Keywords: Schrodinger-D Dimension Equation, Eckart Potential plus Scarf, Nikiforov-Uvarov Method, Matrix 

Laboratory 2013, Angular wave function 
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PENDAHULUAN  

Mekanika kuantum merupakan dasar untuk 

pemahaman tentang fenomena fisik pada skala 

mikroskopik[1]. Mekanika kuantum selalu menggunakan 

pendekatan yang berbeda untuk menentukan besaran yang 

terkait dengan gerak partikel yaitu menggunakan fungsi 

gelombang untuk merpresentasikan dinamika partikel 

yang bergerak yang diperoleh dari penyelesaian 

persamaan Schrödinger dari partikel yang berkaitan. 

Persamaan gerak partikel dapat diselesaikan mengunakan 

persamaan Schrodinger, persamaan Klein-Gordon dan 

persamaan Dirac[2]  

Beberapa metode dapat digunakan untuk 

menyelesaikan persamaan Schroodinger, antara lain Super 

Simetry (SUSY), confluence hypergeometry, 

Romanovsky, dan Nikiforov-Uvarov[3]. Potensial dalam 

kuantum menggambarkan dinamika partikel di mekanika 

kuantum[4]. Beberapa contoh  potensial dalam mekanika 

kuantum antara lain osilator harmonic,  potensial 

Coloumb, Rosen Morse, Manning-Rosen, Scarf, Poschl 

Teller Eckart dan lain-lain[5]. Penelitian ini merupakan 

penelitian analisis persamaan Schrodinger dimensi-D yang 

mailto:luqman_h@mipa.upr.ac.id
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bertujuan untuk memvisualisasi gelombang sudut dalam 

koordinat bola untuk potensial non sentral Eckart plus 

Scarf. 

Persamaan Schrodinger dimensi-D didasari dengan 

penggunaan koordinat polar D-dimensi dengan 

hypersperical coordinates 𝑟 dan 𝜃𝑏. Hubungan antara 

koordinat kartesian 𝑥𝑖 dengan hypersperical coordinates 

𝑟 dan 𝜃𝑏 dalam dimensi-D didefinisikan sebagai [6] : 

𝑥1 = 𝑟 cos 𝜃1 sin 𝜃1 … … … sin 𝜃𝐷−1, 

𝑥2 = 𝑟 cos 𝜃2 sin 𝜃2 … … … sin 𝜃𝐷−1,

    𝑥𝑏 = 𝑟 cos 𝜃𝑏−1 sin 𝜃𝑏 … … … sin 𝜃𝐷−1,

    𝑥𝐷 = 𝑟 cos 𝜃𝐷−1                                        

  (1)  

dimana 𝑏 ∈ [3, 𝐷 − 1]. Penjumlahan masing-masing 

Persamaan (1) diperoleh : 

𝑟2 = ∑ 𝑥𝑖
2𝐷

𝑖=1                     (2)  

𝑟 merupakan radius dimensi-D dengan komponen 

koordinat bola.  Operator Laplacian dalam koordinat polar 

didefinisikan sebagai : 

∇𝐷
2 = 1

ℎ 
∑

𝜕

𝜕𝜃𝑘
(

ℎ

ℎ𝑘
2

𝜕

𝜕𝜃𝑘
)𝐷−1

𝑘=0    (3)  

Hubungan antara koordinat kartesian 𝑥𝑖  dengan 

hypersperical coordinates 𝑟 dan 𝜃𝑏  dalam dimensi-D. 

Persamaan Schrodinger untuk dimensi-D didefinisikan 

sebagai [7]: 

−
ℏ2

2𝑚
∇𝐷

2  𝜓(𝑟,ΩD) + 𝑉𝜓(𝑟,ΩD) = 𝐸𝜓(𝑟,ΩD) (4)   

dengan ∇𝐷
2  merupakan operator Laplacian dalam dimensi-

D, yaitu : 

∇𝐷
2 =

1

𝑟𝐷−1  
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝐷−1 𝜕

𝜕𝑟
) −

𝐿𝐷−1
2

𝑟2     (5) 

 

Nilai 𝐿𝐷−1
2 = Λ𝐷

2 (Ω𝐷)  merupakan operator 

momentum anguler dimensi-D, yaitu: 

Λ𝐷
2 (Ω𝐷)  = 𝐿𝑘

2 = ∑ 𝐿𝑎𝑏
2 =𝑘+1

𝑎<𝑏

− {
1

sin𝑘−1 𝜃𝑘

𝜕

𝜕𝜃𝑘
(sin𝑘−1 𝜃𝑘

𝜕

𝜕𝜃𝑘
) −

𝐿𝑘−1
2

sin2 𝜃𝑘
} (6) 

Penyelesaian Persamaan Schrodinger dimensi -D 

dengan melakukan separasi variabel dengan memisalkan : 

𝜓𝑛𝑙𝑚(𝑟, Ω𝐷) =  𝑅𝑛𝑙(𝑟)𝑌𝑙
𝑚(Ω𝐷)  (7) 

Dengan 𝑅𝑛𝑙 adalah bagian radial dari Persamaan (7) dan 

𝑌𝑙
𝑚 adalah bagian sudutnya. Persamaan Schrodinger 

dimensi-D bagian sudut harus memenuhi Persamaan nilai 

eigen: 

Λ𝐷
2 𝑌𝑙

𝑚(Ω𝐷) =  𝑙(𝑙 + 𝐷 − 2)𝑌𝑙
𝑚(Ω𝐷)  (8) 

Dengan mensubsitusikan Persamaan (8) ke dalam 

Persamaan (4) melalui sparasi variabel pada Persamaan 

(4), maka diperoleh  Persamaan : 

1

𝑟𝐷−1

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝐷−1 𝜕𝑅𝑛𝑙(𝑟)

𝜕𝑟
) +

2𝑚

ℏ2  [𝐸𝑛𝑙 +
𝑙(𝑙+𝐷−2)

𝑟2 − 𝑉(𝑟)] = 0  (9) 

 Λ𝐷
2 (Ω𝐷)𝑌𝑙

𝑚(Ω𝐷) + 𝑉(Ω𝐷)𝑌𝑙
𝑚(Ω𝐷) = 𝑙(𝑙 + 𝐷 − 2)𝑌𝑙

𝑚(Ω𝐷)     (10) 

Persamaan (9) dan Persamaan (10) merupakan 

Persamaan bagian radial dan Persamaan bagian sudut 

untuk dimensi-D.  

Potensial Eckart sering digunakan untuk 

memperkirakan koreksi tunneling mekanika kuantum 

untuk konstanta laju kimia teoritis yang ditentukan[8]. 

Potensial Scarf adalah merupakan potensial yang 

menggabarkan suatu partikel yang tersusun secara 

periodik, seperti kristal dalam zat padat[9]. Kombinasi 

potensial Eckart dan potensial Scarf secara matematis 

dapat dituliskan sebagai: 

𝑉(𝑟, Ω𝐷) =  
ℏ2

2𝑚
(

𝑉0𝑒
−𝑟

𝑎⁄

(1−𝑒
−𝑟

𝑎⁄ )
2 −

𝑉1 (1+𝑒
−𝑟

𝑎⁄ )

(1−𝑒
−𝑟

𝑎⁄ )
) +

ℏ2

2𝑚𝑟2 (
𝑏2+𝑎(𝑎−1)

sin2 𝜃
−

2𝑏(𝑎−1
2) cos 𝜃

sin2 𝜃
)  (11) 

dimana 0 < 𝑟
𝛼⁄ < ~ dan 𝑉0 < 𝑉1. Nilai 𝑉0 maupun 

𝑉1 lebih besar dari nol, a dan b adalah parameter dengan 

orde fm.  

Matrix Laboratory (MATLAB)  merupakan sebuah 

bahasa dengan kinerja tinggi untuk komputasi masalah 

teknik. MATLAB mengintegrasikan komputasi, 

visualisasi, dan pemrograman dalam suatu model yang 

sangat mudah untuk pakai dimana masalah-masalah dan 

penyelesaiannya diekspresikan dalam notasi matematika 

yang familiar. Penggunaan MATLAB meliputi 

matematika dan komputasi, algoritma, akuisisi, pemodelan 

dan visualisasi[10].  

 

 

METODE PENELITIAN 

Penelitian ini menggunakan Pendekatan dengan 

Metode Nikiforov-Uvarov. Metode ini didasari 

pereduksian Persamaan diferensial orde dua menjadi 

Persamaan umum diferensial orde dua tipe Hipergeometri. 

Persamaan deferensial Hipergeometri, yang dapat 

diselesaikan dengan metode Nikiforov-Uvarov memiliki 

bentuk [11]: 
𝜕2𝜓(𝑠)

𝜕𝑠2 +
�̅�(𝑠)

𝜎(𝑠)

𝜕𝜓(𝑠)

𝜕𝑠
+

�̅�(𝑠)

𝜎2 𝜓(𝑠) = 0 (12) 

dimana 𝜎(𝑠)  dan 𝜎(𝑠)  merupakan polinomial berderajat 

dua, dan 𝜏̅(𝑠) merupakan polinomial berderajat satu. 

Persamaan (12)  dapat diselesaikan dengan pemisahan 

variabel yaitu :                      

𝜓 = 𝜙(𝑠)𝑦(𝑠)   (13)                                                                        

  

Persamaan (12) dapat direduksi dengan 

mensubsitusikan nilai 𝜓 pada persamaan (13), sehingga 

diperoleh: 

𝜎(𝑠)
𝜕2𝜓(𝑠)

𝜕𝑠2 + �⃐�(𝑠)
𝜕𝜓(𝑠)

𝜕𝑠
+ 𝜆𝜓(𝑠) = 0    (14) 

 

Persamaan (14) yang ekuivalen dengan Persamaan 

(12). Parameter-parameter dalam metode Nikivorov 

Uvarov, yaitu    𝜋 dan parameter  𝜆 didefinisikan sebagai: 

𝜋 = (
𝜎′−�⃐� 

2
) ± √(

𝜎′−�⃐� 

2
)2 − �⃐� + 𝑗𝜎 (15) 

𝜆 = 𝑗 + 𝜋′(𝑠)  (16) 
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Harga j pada Persamaan (16) dapat diperoleh dari 

kondisi bahwa pernyataan kuadrat dibawah akar 

merupakan kuadrat sempurna dari polinomial derajat satu, 

sehingga diskriminan dibawah akar harus nol.   

Eigen nilai dari persamaan (14) dinyatakan sebagai: 

𝜆 = 𝜆𝑛 = −𝑛𝜏′ −
𝑛(𝑛−1)

2
𝜎′′   (17) 

Dengan n= 0, 1, 2 …. dan 

𝜏 = �⃐� + 2𝜋 (18) 

Untuk mendapatkan energi eigen nilai dan fungsi eigen 

yang terkait, diperlukan kondisi 𝜏′ < 0. Solusi bagian 

pertama dari fungsi gelombang diperoleh dengan 

persamaan:  
𝜙′

𝜙
=

𝜋

𝜎
   (19) 

Solusi bagian kedua fungsi gelombang 𝑦𝑛(𝑠) yang 

bersesuaian dengan relasi Rodrigues ditunjukan oleh 

persamaan berikut [12]: 

𝑦𝑛(𝑠) =
𝐶𝑛

𝜌(𝑠)

𝑑𝑛

𝑑𝑧𝑛 (𝜎𝑛(𝑠)𝜌(𝑠))  (20) 

dimanaCn merupakan konstanta normalisasi, dan fungsi 

bobot 𝜌(𝑠) harus tergantung pada kondisi   
𝜕(𝜎𝜌)

𝜕𝑠
= 𝜏(𝑠)𝜌(𝑠)   (21) 

Alat yang digunakan dalam penelitian ini adalah 

Komputer dengan prosesor AMD A6, 16 GB Memory 

dengan software untuk visualisai gelombang sudut adalah 

Matlab 2013. 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

Penyelesaian Bilangan Kuantum Orbital bagaian 

sudut dari kombinasi potensial Eckart Scarf dapat 

dilakukan dengan metode Nikiforov Uvarov.  Potensial 

Eckart plus Scarf jika disubsitusi dalam persamaan 

Schrodinger dimensi-D, pemisahan variabel bagian sudut 

diperoleh persamaan: 

1

𝑌(Ω𝐷)
 Λ𝐷

2 (Ω𝐷)𝑌(Ω𝐷) + (
𝑏2+𝑎(𝑎−1)

sin2 Ω𝐷
−

2𝑏(𝑎−1
2) cos Ω𝐷

sin2 Ω𝐷
) =

𝑙(𝑙 + 𝐷 − 2)   (22) 

Solusi dari Persamaan (22) adalah persamaan 

gelombang bagian sudut dengan bilangan kuantum 𝑙1, 𝑙2, 

𝑙3, ….,  𝑙𝐷−1. Dengan memisalkan 

𝑌𝑙1…𝑙𝐷−2

(𝑙) (Ω𝐷) = Φ(𝜃1 = 𝜑)G(𝜃2 … . 𝜃𝐷−1)   (23) 

Persamaan (23) dapat ditulis sebagai : 

 𝐿𝐷
2 ΦG + (

𝑏2+𝑎(𝑎−1)

sin2 θ𝑘
−

2𝑏(𝑎−1
2) cos θ𝑘

sin2 θ𝑘
− 𝑙(𝑙 + 𝐷 −

2)) ΦG = 0   (24) 

Jika persamaan (24) dibagi ΦG, maka diperoleh:  
1

G

1

sin𝑘−1 𝜃𝑘
(sin𝑘−1 𝜃𝑘

𝜕G

𝜕𝜃𝑘
) −

1

𝐺

1

sin2 𝜃𝑘
𝐿𝑘−1

2 G −

(
𝑏2+𝑎(𝑎−1)

sin2 θ𝑘
−

2𝑏(𝑎−1
2
) cos θ𝑘

sin2 θ𝑘
− 𝑙(𝑙 + 𝐷 − 2)) =

−
1

Φ
 
𝜕2Φ

𝜕𝜃1
= 𝐿𝑘

2    (25) 

Dengan eigenvalue 𝐿𝑗
2 

𝐿1
2𝑌𝑙1

𝑙 (Ω𝐷) = 𝑚2𝑌𝑙1
𝑙 (Ω𝐷)  (26) 

𝐿𝑗
2𝑌𝑙1,…𝑙𝐷−2

𝑙 (Ω𝐷) = 𝑙𝑗(𝑙𝑗 + 𝑗 − 1)𝑌𝑙1,….𝑙𝐷−2

𝑙 (Ω𝐷)   (27) 

Fungsi gelombang bagian azimuth pada adalah: 

 −
1

Φ
 
𝜕2Φ

𝜕𝜃1
= 𝐿𝑘

2   (28) 

Untuk  nilai 𝑘 = 1, dengan  𝜃1 = 𝜑 dikalikan dengan 

Φ, maka diperoleh : 

 
𝜕2Φ

𝜕𝜑
+ 𝐿1

2Φ = 0  (29) 

𝜕2Φ

𝜕𝜑
+ 𝑚2Φ = 0  (30) 

Persamaan (30) merupakan persamaan azimuth yang 

menggambarkan rotasi elektron terhadap sumbu z. 

Rentangan sumbu rotasi di sekitar sumbu z ini adalah 0 - 

2π sehingga bentuk penyelesaiannya merupakan fungsi 

sinusoidal yang bersifat periodik. Solusi umum dari 

Persamaan (4.13) adalah : 

Φ = A𝑒𝑖𝑚𝜑 + 𝐵𝑒−𝑖𝑚𝜑   (31) 

Solusi dari persamaan gelombang bagian azimuth 

adalah: 

Φ =
1

√2𝜋
𝑒𝑖𝑚𝜑    (32) 

Pada bagian polar persamaan dapat ditulis sebagai :   
1

sin𝑘−1 𝜃𝑘
(sin𝑘−1 𝜃𝑘

𝜕G

𝜕𝜃𝑘
) −

1

sin2 𝜃𝑘
𝐿𝑘−1

2 G +

𝐿𝑘
2 G – (

𝑏2+𝑎(𝑎−1)

sin2 θ𝑘
−

2𝑏(𝑎−1
2) cos θ𝑘

sin2 θ𝑘
) G = 0    (33) 

Persamaan (33) dipisahkan menjadi 2 bagian, yaitu : 

1. Pada kondisi 𝑘 = 2,3, … . , 𝐷 − 2 

Pada kondisi ini, berdasarkan Persamaan (33) dan nilai 

eigen fungsi  𝐿𝑗
2𝑌𝑙1,…𝑙𝐷−2

𝑙 (Ω𝐷) = 𝑙𝑗(𝑙𝑗 + 𝑗 −

1)𝑌𝑙1,….𝑙𝐷−2

𝑙 (Ω𝐷), maka :  
1

sin𝑘−1 𝜃𝑘
(sin𝑘−1 𝜃𝑘

𝜕G

𝜕𝜃𝑘
) −

𝑙𝑘−1(𝑙𝑘−1+𝑘−2)

sin2 𝜃𝑘
G + 𝑙𝑘(𝑙𝑘 + 𝑘 −

1)G + (
𝑏2+𝑎(𝑎−1)

sin2 θ𝑘
−

2𝑏(𝑎−1
2) cos θ𝑘

sin2 θ𝑘
) G = 0   (34) 

 

2. Pada kondisi  𝑘 = 𝐷 − 1 

Pada kondisi ini, berdasarkan Persamaan (33) dan nilai 

eigen fungsi 𝐿𝑗
2𝑌𝑙1,…𝑙𝐷−2

𝑙 (Ω𝐷) = 𝑙𝑗(𝑙𝑗 + 𝑗 −

1)𝑌𝑙1,….𝑙𝐷−2

𝑙 (Ω𝐷), maka : 
1

sin𝐷−2 𝜃𝐷−1
(sin𝐷−2 𝜃𝐷−1

𝜕G

𝜕𝜃𝐷−1
) −

𝑙𝐷−2(𝑙𝐷−2+𝐷−3)

sin2 𝜃𝐷−1
G + 𝑙𝐷−1(𝑙𝐷−1 + 𝐷 − 2)G −

(
𝑏2+𝑎(𝑎−1)

sin2 𝜃𝐷−1
−

2𝑏(𝑎−1
2) cos 𝜃𝐷−1

sin2 𝜃𝐷−1
) G = 0  (35) 

 

Mengingat nilai eigen dari Persamaan (33), maka 

𝐿𝐷−1
2 = (𝑙𝐷−1 + 𝐷 − 2), dengan demikian nilai 𝑙(𝑙 + 𝐷 −

2) termasuk dalam variabel 𝐿𝑘
2 . 

Penyelesaian bagian sudut dari potensial Eckart plus 

Scarf dimensi-D pada kondisi 𝑘 = 2, 3, … . , 𝐷 − 2 adalah 

dengan memisalkan 𝐴𝑘 = 𝑙𝑘(𝑙𝑘 + 𝑘 − 1) dan 𝐴𝑘−1 =
 𝑙𝑘−1(𝑙𝑘−1 + 𝑘 − 2) , maka diperoleh: 

𝜕2G

𝜕𝜃𝑘
2 + (𝑘 − 1) cot 𝜃𝑘

𝜕G

𝜕𝜃𝑘
− (

𝐴𝑘−1

sin2 𝜃𝑘
− 𝐴𝑘) G −

(
𝑏2+𝑎(𝑎−1)

sin2 θ𝑘
−

2𝑏(𝑎−1
2) cos θ𝑘

sin2 θ𝑘
) G = 0  (36) 

Persamaan (36) direduksi menjadi persamaan 

diferensial orde 2 dengan pemisalan 𝑐𝑜𝑠 𝜃𝑘 = 𝑠, maka 

diperoleh : 

𝑑2

𝑑𝑠2 𝐺 −
𝑘𝑠

(1−𝑠2)

𝑑

𝑑𝑠
𝐺 − {

𝑏2+𝑎(𝑎−1)

(1−𝑠2)2 −
2𝑏(𝑎−1

2)𝑠

(1−𝑠2)2 +

𝐴𝑘−1

(1−𝑠2)2 −
𝐴𝑘 (1−𝑠2)

(1−𝑠2)2 } 𝐺 = 0  (37) 

Persamaan (37) merupakan persamaan diferensial 

orde dua hipergeometri, sehingga diperoleh hubungan : 
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𝜏̅ = −𝑘𝑠    

𝜎 = (1 − 𝑠2) maka 𝜎′ = −2𝑠   

𝜎 =  −{𝑏2 + 𝑎(𝑎 − 1) − 2𝑏(𝑎 − 1

2
)𝑠 + 𝐴𝑘−1 −

𝐴𝑘 (1 − 𝑠2)}    (38 

Dan nilai parameter  𝜋 = (
(𝑘−2)𝑠

2
) ± 

√
(

(𝑘−2)2

4
+ 𝐴𝑘 − 𝑗) 𝑠2 − 2𝑏(𝑎 − 1

2
)𝑠 + 𝑏2 + 𝑎(𝑎 − 1)

+𝐴𝑘−1 − 𝐴𝑘 + 𝑗 −
(𝑘−2)2

4
+

(𝑘−2)2

4

   

 (39) 

Dengan memisalkan nilai 𝑝2 =
(𝑘−2)2

4
+ 𝐴𝑘 − 𝑗  , 

maka diperoleh : 

𝜋 =
((𝑘−2)𝑠)

2
± 𝑝 (𝑠 +

−2𝑏(𝑎−1
2)

2𝑝2 )    (40)  

Selanjutnya dilakukan perhitungan untuk menentukan 

nilai 𝜏 dan 𝜆 pada kondisi umum dengan mengambil nilai 

𝜋 negatif (keadaan bound state). 

𝜏 = −2𝑠 − 𝑝 (𝑠 +
−2𝑏(𝑎−1

2)

2𝑝2 )  (41) 

𝜆1 = 𝜆2 =
(𝑘−2)2

4
+ 𝐴𝑘 − 𝑝2 + 𝑝 −

(𝑘−2)

2
   (42) 

Penyelesaian bilangan kuantum orbital bagian sudut 

dari potensial Eckart plus Scarfuntuk kondisi 𝑘 = 𝐷 − 1 

pada Persamaan  

1

sin𝐷−2 𝜃𝐷−1
(sin𝐷−2 𝜃𝐷−1

𝜕G

𝜕𝜃𝐷−1
) −

𝑙𝐷−2(𝑙𝐷−2+𝐷−3)

sin2 𝜃𝐷−1
G + 𝑙𝐷−1(𝑙𝐷−1 + 𝐷 − 2)G −

(
𝑏2+𝑎(𝑎−1)

sin2 𝜃𝐷−1
−

2𝑏(𝑎−1
2) cos 𝜃𝐷−1

sin2 𝜃𝐷−1
) G = 0   (43) 

Dengan memisalkan 𝐴𝐷−1 = 𝑙𝐷−1(𝑙𝐷−1 + 𝐷 − 2) dan  

𝐴𝐷−2 = 𝑙𝐷−2(𝑙𝐷−2 + 𝐷 − 3), maka diperoleh: 

𝜕2G

𝜕𝜃𝐷−1
2 + (𝐷 − 2)

cos 𝜃𝐷−1

sin 𝜃𝐷−1
 

𝜕G

𝜕𝜃𝐷−1
− (

𝐴𝐷−2

sin2 𝜃𝐷−1
−

𝐴𝐷−1) G − (
𝑏2+𝑎(𝑎−1)

sin2 𝜃𝐷−1
−

2𝑏(𝑎−1
2) cos 𝜃𝐷−1

sin2 𝜃𝐷−1
) G = 0  (45) 

Persamaan (45) direduksi menjadi Persamaan 

diferensial orde 2 dengan pemisalan 𝑐𝑜𝑠 𝜃𝐷−1 = 𝑠  

sehingga diperoleh: 

𝑑2

𝑑𝑠2 𝐺 −
(𝐷−1)𝑠

(1−𝑠2)

𝑑

𝑑𝑠
𝐺 − {

𝑏2+𝑎(𝑎−1)

(1−𝑠2)2 −
2𝑏(𝑎−

1
2)𝑠

(1−𝑠2)2 +
𝐴𝐷−2

(1−𝑠2)2 −

𝐴𝐷−1 (1−𝑠2)

(1−𝑠2)2 } 𝐺 = 0     (46) 

Persamaan (46) merupakan persamaan diferensial 

orde dua hipergeometri, sehingga diperoleh hubungan : 

𝜏̅ = −(𝐷 − 1)𝑠    

𝜎 = (1 − 𝑠2) maka 𝜎′ = −2𝑠   

𝜎 =  −{𝑏2 + 𝑎(𝑎 − 1) − 2𝑏(𝑎 − 1

2
)𝑠 + 𝐴𝐷−2 −

𝐴𝐷−1 (1 − 𝑠2)}  (47) 

dengan nilai  parameter   

𝜋 = (
(𝐷−3)𝑠

2
) ±

√
(

(𝐷−3)2

4
+ 𝐴𝐷−1 − 𝑗) 𝑠2 − 2𝑏(𝑎 − 1

2
)𝑠 + 𝑏2 + 𝑎(𝑎 − 1)

+𝐴𝐷−2 +
(𝐷−3)2

4
−

(𝐷−3)2

4
− 𝐴𝐷−1 + 𝑗

 

  (48) 

Dengan memisalkan 𝑝2 =
(𝐷−3)2

4
+ 𝐴𝐷−1 − 𝑗 , maka 

diperoleh: 

𝜋 = (
(𝐷−3)𝑠

2
) ± 𝑝 (𝑠 +

−2𝑏(𝑎−1
2)

2𝑝2 )  (49) 

Selanjutnya dilakukan perhitungan untuk 

menentukan nilai 𝜏 dan 𝜆 pada kondisi umum dengan 

mengambil nilai 𝜋 negatif (keadaan bound state). 

𝜆 =
(𝐷−3)2

4
+ 𝐴𝐷−1 − 𝑝2 +

(𝐷−3)

2
− 𝑝   (50) 

 Persamaan bilangan kuantum orbital pada kondisi 

khusus, merupakan reduksi dari persamaan bilangan 

kuantum orbital pada kondisi umum 𝑘 = 2, 3, … . , 𝐷 − 2  

dan 𝑘 = 𝐷 − 1.  Hal ini menunjukkan bahwa bilangan 

kuantum orbital kondisi umum untuk  𝑘 = 2, 3, … . , 𝐷 − 2  

dan 𝑘 = 𝐷 − 1 bernilai sama. 

 

Tabel 1. Fungsi Gelombang Sudut Kombinasi Potensial Eckart  plus Scarf dengan Variasi 𝑛𝑙 

𝒏𝒍 𝒎 a(fm) 𝒃(𝒇𝒎) 𝒍 Persamaan gelombang (𝑮(𝐜𝐨𝐬 𝜽)) 

0 1 2 2 2,303 𝐺(cos 𝜃) =  (𝑠𝑖𝑛2𝜃)1,151(1 + cos 𝜃)0,651 (1 − cos 𝜃)− 0,651    

1 1 2 2 3,303 𝐺(cos 𝜃) =  (𝑠𝑖𝑛2𝜃)1,151(1 + cos 𝜃)0,651 (1 −
cos 𝜃)− 0,651  𝑥(−0,5){[−2,000(1 + cos 𝜃) + 4.606(1 − cos 𝜃)]}  

2 1 2 2 4,303 𝐺(cos 𝜃) =  (𝑠𝑖𝑛2𝜃)1,151(1 + cos 𝜃)0,651 (1 − cos 𝜃)− 0,651 𝑥 0,125{6,000(1 +
cos 𝜃)2 − 33.633(1 + cos 𝜃)(1 − cos 𝜃) + 25,817(1 − cos 𝜃)2}  

3 1 2 2 5,303 𝐺(cos 𝜃) =  (𝑠𝑖𝑛2𝜃)1,151(1 + cos 𝜃)0,651 (1 −
cos 𝜃)− 0,651 𝑥 (−0,02083){−24,000(1 + cos 𝜃)3 + 237,800(1 −
cos 𝜃)(1 + cos 𝜃)2 − 444.333(1 + cos 𝜃)(1 − cos 𝜃)2 + 170,533(1 − cos 𝜃)3}  

 

 

 

 

 

 

 

 



Luqman Hakim -  Visualisasi Gelombang Sudut dalam Koordinat Bola untuk Potensial Eckart Plus Scarf....                      89  
 

 

Jurnal Jejaring Matematika dan Sains, Desember 2019  

 

Tabel 2. Fungsi Gelombang Sudut Kombinasi Potensial Eckart Plus Scarf Akibat Pengaruh Pergerakan Parameter 

𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑎𝑙 

𝒏𝒍 𝒎 a(fm) 𝒃(𝒇𝒎) 𝒍 Persamaan gelombang (𝑮(𝐜𝐨𝐬 𝜽)) 

2 1 0 0 3,00 𝐺(cos 𝜃) =  (𝑠𝑖𝑛2𝜃)0,500(1 + cos 𝜃)0,00 (1 − cos 𝜃) 0,00 𝑥 0,125{6,00(1 +
cos 𝜃) 2 − 18,00(1 + cos 𝜃)(1 − cos 𝜃) + 6,00(1 − cos 𝜃) 2}  

2 1 2 2 4,303 𝐺(cos 𝜃) =  (𝑠𝑖𝑛2𝜃)1,151(1 + cos 𝜃)0,651 (1 − cos 𝜃)−0,651 𝑥 0,125{6,000(1 +
cos 𝜃) 2 − 33,633(1 + cos 𝜃)(1 − cos 𝜃) + 25,817(1 − cos 𝜃) 2}  

2 1 4 4 6,275 𝐺(cos 𝜃) =  (𝑠𝑖𝑛2𝜃)2,137(1 + cos 𝜃)1,637 (1 − cos 𝜃) 1,637 𝑥 0,125{6,000(1 +
cos 𝜃) 2 − 57,299(1 + cos 𝜃)(1 − cos 𝜃) + 81,650(1 − cos 𝜃) 2}  

Berdasar Tabel 1, selanjutnya dilakukan visualisasi 

gelombang sudut menggunakan software Matlab 2013. 

Alur visualisasi gelombang sudut dengan menggunakan 

program Matlab adalah sebagai berikut (Gambar 2). 

Penetuan  definisi variabel theta dari 0 sampai 2pi 

dan –pi sampai pi, menentukan parameter pada potensial, 

menuliskan persamaan Gelombang sudut berdasar Tabel 

1, plot gambar 3 dimensi (3D) dan 2 dimensi (2D). Hasil 

visualisasi untuk variasi bilangan kuantum 𝑛𝑙 terlihat pada 

Gambar1.

 

(a) 

3D 

 

2D 

 

(b) 

3D 

 

 

2D 

 

(c) 

3D 

 

 

2D 

 

(d) 

3D 

 

 

2D 

 

Gambar 1. Visualisasi Fungsi Gelombang Sudut Potensial Eckart plus Scarf  dalam Koordinat Bola Terhadap 

Perubahan Bilangan Kuantum Sudut  𝑛𝑙 (a)𝐺0122, (b) 𝐺1122 (c)  𝐺2122 dan (d) 𝐺3122 
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(a) 

3D

 

 

2D 

 

(b) 

3D

 

 

2D

 

 

 

 

(c) 

3D

 
 

 

2D

 
 

 

 

 

Gambar 2. Visualisasi Fungsi Gelombang Sudut Potensial Eckart plus Scarf  dalam Koordinat Bola Terhadap 

Perubahan parameter potensial (a) 𝐺2100 (b)  𝐺2122 dan (c)  𝐺2144 

 

Berdasarkan Gambar 1, dapat diketahui bahwa 

dengan peningkatan bilangan kuantum sudut 𝑛𝑙, maka 

semakin banyak fungsi gelombang yang dihasilkan pada 

interval yang sama. Kondisi ini menunjukkan bahwa 

fungsi gelombang sudut engalami degenerasi. Selain itu, 

dengan meningkatnya bilangan kuantum sudut 𝑛𝑙, maka 

posisi ditemukannya partikel semakin jelas pada interval 

tertentu. 

Berdasar Tabel 2, selanjutnya dilakukan visualisasi 

gelombang sudut menggunakan software Matlab 2013, 

diperoleh visualisasi pada Gambar 2.  Berdasarkan 

Gambar 2 dapat diketahui adanya peningkatan amplitodo 

gelombang ketika parameter dalam potensial Scarf 

semakin meningkat. Peningkatan amplitudo menyatakan 

terdapat peningkatan energi sehingga partikel menempati 

sub kulit atom yang lebih besar, dimana sub kulit atom 

dipengaruhi oleh bilangan kuantum orbital. 
 

SIMPULAN 

Berdasar hasil analisis dan visualisasi dengan 

software Matlab 2013 diketahui bahwa perubahan 

bilangan kuantum mengakibatkan perubahan banyak 

gelombang yang dihasilkan, dan peningkatan nilai 

parameter pada potensial Scarf, mengakibatkan 

peningkatan amplitude sehingga energi semakin besar.   
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